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O objetivo desta dissertac¸a˜o e´ expor com detalhes o resultado de Gursky-Malchiodi
[7]. Dada uma variedade Riemanniana (Mn, g0) de dimensa˜o n ≥ 5 com curvatura
escalar na˜o negativa e Q−curvatura semipositiva, existe uma me´trica conforme a g0
com Q−curvatura constante positiva. Com estas hipo´teses mostra-se um princ´ıpio
do ma´ximo forte para o operador de Paneitz, que e´ um operador diferencial parcial
na˜o linear de quarta ordem. A partir da´ı define-se um fluxo na˜o local e, utilizando
func¸o˜es testes, modificamos conformemente a me´trica inicial tal que o fluxo converge
sequencialmente para uma me´trica conforme de Q−curvatura constante positiva e
curvatura escalar positiva.








Em 1960 Yamabe iniciou o estudo do que hoje e´ conhecido como O Problema de
Yamabe, que pergunta se em uma classe conforme de uma variedade Riemanniana
(Mn, g0) de dimensa˜o n ≥ 3, existe alguma me´trica com curvatura escalar constante.
Este problema, que e´ equivalente a existeˆncia de uma soluc¸a˜o positiva de uma equac¸a˜o
diferencial parcial na˜o linear de segunda ordem, foi completamente resolvido em 1984
apo´s os trabalhos de Schoen, Trundinger e Aubin (veja [9] para uma excelente ex-
posic¸a˜o). A partir da´ı a geometria conforme passou a ser foco de pesquisa de muitos
matema´ticos.
Em 1983 Stephan Paneitz [10] introduziu um operador diferencial linear de quarta
ordem agindo sobre func¸o˜es suaves definidas em variedades pseudo-Riemannianas.
Mais tarde, em 1985 Thomas Branson [2] reconheceu que este operador descreve a
transformac¸a˜o conforme do que hoje e´ conhecido como a Q−curvatura e desta forma
sugere um problema ana´logo ao de Yamabe.
Dada (Mn, g) uma variedade Riemanniana de dimensa˜o n ≥ 3, a Q−curvatura e´
definida como
Qg = − 1
2(n− 1)∆gRg +
n3 − 4n2 + 16n− 16







onde Rg e Ricg sa˜o a curvatura escalar e o tensor de Ricci da me´trica g, respectiva-





(n− 2)2 + 4

























= e2w (Pgw +Qg) .
Neste trabalho estamos interessados no caso em que n ≥ 5.
v
O problema daQ−curvatura consiste em encontrar uma me´trica comQ−curvatura
constante na classe conforme de uma me´trica dada. Este problema e´ variacional no
sentido que pontos cr´ıticos do funcional













Aqui aparecem treˆs dificuldades principais, a primeira e´ que em geral Q(g) na˜o e´
limitado inferior nem superiormente quando restrito a uma classe conforme, o que




i g)) convirja para um valor cr´ıtico. Ale´m disso, caso encontre esta sequeˆncia
aparece uma segunda dificuldade, a falta de compacidade do mergulho do espac¸o de
Sobolev W 2,2(M) ⊂ L 2nn−4 (M), que e´ apenas uma inclusa˜o cont´ınua. Como o funcio-




i g) = 1, pore´m pela falta de compacidade do mergulho de Sobolev po-
der´ıamos ter que ‖ui‖L2(M) → 0, e na˜o ter´ıamos conclusa˜o alguma. Finalmente, uma










na˜o existe em geral um princ´ıpio do ma´ximo para operadores diferenciais de quarta





Muitos resultados sa˜o conhecidos a respeito da existeˆncia de soluc¸a˜o para o pro-
blema da Q−curvatura constante. Pore´m, o objetivo principal deste trabalho e´ expor
com detalhes o resultado do artigo de Gursky-Malchiodi, A strong maximum principle
for the Paneitz operator and a non-local flow for the Q−curvature, [7], que prova o
seguinte resultado
Teorema Principal: Seja (Mn, g0) uma variedade Riemanniana compacta sem fron-
teira de dimensa˜o n ≥ 5 com curvatura escalar positiva e Q−curvatura semipositiva,
ou seja, Qg0 ≥ 0 e Qg0 > 0 em algum ponto. Enta˜o existe uma me´trica conforme
h = u
4
n−4 g0 com curvatura escalar positiva e Q−curvatura constante positiva.
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Inicialmente, sob as hipo´teses do teorema e´ provado um princ´ıpio do ma´ximo para
o operador de Paneitz e que ele e´ positivo. A partir da´ı e´ poss´ıvel definir um fluxo
na˜o local como {
∂u
∂t
= −u+ µP−1g0 (|u|
n+4
n−4 ),









Em seguida, usando o princ´ıpio do ma´ximo e algumas estimativas integrais obtemos
a existeˆncia de uma soluc¸a˜o para o fluxo definida para todo t ≥ 0. O passo seguinte
e´ mostrar que e´ poss´ıvel extrair uma sequeˆncia de tempos (tj)j tais que a sequeˆncia
uj = u(·, tj) converge para uma soluc¸a˜o do problema. Para este fim mostra-se que
e´ poss´ıvel escolher uma me´trica inicial h na classe conforme de g0, com curvatura
escalar positiva e Q−curvatura semipositiva, para a qual a soluc¸a˜o do fluxo satisfaz∫
M
u2dvh ≥ c > 0,
para todo tempo, onde c na˜o depende de t. Para o caso de dimensa˜o n ≥ 8 e
na˜o localmente conformemente plana, isso e´ feito construindo uma func¸a˜o teste cujo
quociente de Paneitz Sobolev (1) e´ estritamente menor que a constante de Paneitz
Sobolev da esfera canoˆnica. Para o caso em que a dimensa˜o e´ n = 5, 6 ou 7 ou o caso
localmente conformemente plana mostra-se que a func¸a˜o de Green para o operador
de Paneitz e´ positiva, encontra-se uma expansa˜o local para ela e prova-se um teorema
da massa positiva. A partir da´ı constro´i-se uma func¸a˜o teste tal que o quociente
de Paneitz Sobolev (1) e´ estritamente menor que a constante de Paneitz Sobolev
da esfera canoˆnica. Finalmente o resultado e´ obtido usando Teoria de Regularidade
El´ıptica e os teoremas de compacidade dos espac¸os de Sobolev.
A dissertac¸a˜o esta´ organizada em cinco cap´ıtulos.
No cap´ıtulo 1 apresentamos as definic¸o˜es iniciais e resultados preliminares que
sera˜o utilizados ao longo do texto. Inicialmente definimos me´tricas Riemannianas e
o tensor curvatura bem como objetos geome´tricos e diferenciais: curvatura escalar,
tensor de Ricci, gradiente, hessiana, divergente e o laplaciano. Em seguida defini-
mos a Q−curvatura e o operador de Paneitz e encontramos algumas expanso˜es em
coordenadas normais conformes. Falamos brevemente sobre as func¸o˜es de Green do
laplaciano conforme e do operador de Paneitz. Finalmente definimos os espac¸os de
Sobolev, enunciamos os teoremas de compacidade, definimos operadores diferenciais
el´ıpticos e enunciamos o teorema de regularidade el´ıptica para operadores lineares
el´ıpticos de ordem par.
No cap´ıtulo 2 sob as hipo´teses do Teorema Principal mostramos um princ´ıpio do
ma´ximo para o operador de Paneitz e que o mesmo e´ positivo. Usando estes fatos
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mostramos que a func¸a˜o de Green do operador de Paneitz e´ positiva, encontramos uma
expansa˜o local para a func¸a˜o de Green em coordenadas normais conformes quando
a dimensa˜o e´ 5, 6 ou 7, ou a me´trica e´ localmente conformemente plana. O u´ltimo
resultado do cap´ıtulo e´ um teorema da massa positiva para o operador de Paneitz.
No cap´ıtulo 3 definimos o fluxo, mostramos a existeˆncia de soluc¸a˜o definida para
todo tempo e algumas propriedades que sera˜o fundamentais para a demonstrac¸a˜o do
resultado final.
O cap´ıtulo 4 e´ reservado para a construc¸a˜o da func¸a˜o teste, a qual e´ dividida
em dois casos. O caso em que a dimensa˜o e´ maior ou igual que 8 e a me´trica e´ na˜o
localmente conformemente plana, e o caso em que a dimensa˜o e´ 5, 6 ou 7 ou a me´trica
e´ localmente conformemente plana. No segundo caso, o Teorema da Massa Positiva
sera´ crucial para a construc¸a˜o da func¸a˜o teste.




Neste cap´ıtulo apresentaremos algumas definic¸o˜es ba´sicas da geometria Riemanniana,
bem como ferramentas de geometria e da ana´lise que sera˜o utilizadas ao longo do tra-
balho. Em todo trabalho usaremos a notac¸a˜o de Einstein que diz que ı´ndices repetidos








Frequentemente utilizaremos as letras c e C, com ou sem ı´ndices, para representas
diferentes constantes mesmo que em uma mesma linha.
O material deste cap´ıtulo pode ser encontrado em [1], [3] e [11].
1.1 Me´tricas Riemannianas e o tensor curvatura
Aqui denotaremos por X (M) o conjunto de todos os campos de vetores suaves em
M e C∞(M) o conjunto de todas as func¸o˜es suaves definidas em uma variedade
diferencia´vel suave M .
Definic¸a˜o 1.1. Uma me´trica Riemanniana em uma variedade diferencia´vel M e´ um
tensor suave g do tipo (2,0) em M tal que em cada ponto p ∈ M , a aplicac¸a˜o gp :
TpM × TpM → R dada por
gp(u, v) := g(U, V )(p),
onde U, V ∈ X (M) sa˜o tais que U(p) = u e V (p) = v e´ um produto interno em TpM .
Teorema 1.2. Toda variedade diferencia´vel Hausdorff com base enumera´vel admite
uma me´trica Riemanniana.
Definic¸a˜o 1.3. Uma conexa˜o afim ∇ em uma variedade diferencia´vel e´ uma aplicac¸a˜o
∇ : X (M)×X (M)→ X (M),
que sera´ denotada por ∇XY := ∇(X, Y ), que satisfaz as seguintes propriedades
1
(i) ∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ;
(ii) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ;
(iii) ∇X(fY ) = (Xf)Y + f∇XY ;
para todo X, Y, Z ∈ X (M) e f, g ∈ C∞(M).
Teorema 1.4 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanna (M, g) existe uma u´nica
conexa˜o afim ∇ satisfazendo as condic¸o˜es:
(i) [X, Y ] = ∇XY −∇YX (sime´trica);
(ii) Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(X,∇XZ) (compat´ıvel com a me´trica).
























(gij) sa˜o as componentes da me´trica neste sistema de coordenadas e (g
ij) e´ sua inversa.
Dada uma variedade Riemanniana (M, g), o tensor curvatura do tipo (3, 1) e´
definido como
R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z,
onde X, Y, Z ∈ X (M) . Usando a me´trica, obtemos um tensor do tipo (4, 0) definido
como
R(X, Y, Z,W ) = 〈R(X, Y )Z,W 〉,










































Proposic¸a˜o 1.5. Tem-se as seguintes propriedades para o tensor curvatura
(i) R(X, Y, Z,W ) = −R(Y,X, Z,W ) = R(Y,X,W,Z) = R(W,Z, Y,X)
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(ii) R(X, Y, Z,W ) +R(X,Z,W, Y ) +R(X,W, Y, Z) = 0 (1a identidade de Bianchi)
para todo X, Y, Z,W ∈ X (M).
O tensor de Ricci e´ definido como
Ric(X, Y ) = tr (Z → R(Z,X)Y )
e a curvatura escalar e´ definida como
Rg := tr(Ricg) = g
ijRij,
onde Rij = g
klRkijl sa˜o as componentes do tensor de Ricci.
O tensor curvatura pode ser escrito como
R = Wg − Rg
2(n− 1)(n− 2)g ⊙ g +
1
n− 2Ricg ⊙ g
= Wg + Ag ⊙ g,
(1.1)









e´ o tensor de Schouten e para todo tensor sime´trico A e B do tipo (2,0), ⊙ e´ o produto
de Kulkarni-Nomizu que e´ definido como
A⊙ B(X, Y, Z,W ) = A(X,W )B(Y, Z) + A(Y, Z)B(X,W )
−A(X,Z)B(Y,W )− A(Y,W )B(X,Z).
O tensor de Weyl tem as mesmas simetrias alge´bricas do tensor curvatura, Pro-
posic¸a˜o 1.5, todos os seus trac¸os sa˜o zero, incluindo gikWijkl = 0, e e´ identicamente
nulo para n = 3. Ale´m disso, o tensor de Weyl e´ conformemente invariante, isto e´
Wefg = e
fWg
para qualquer func¸a˜o suave f sobre M . Veja [3] para mais detalhes.
Uma variedade Riemanniana (M, g) e´ dita localmente conformemente plana se
para todo ponto p ∈M , existe um sistema de coordenadas em uma vizinhanc¸a U de
p tal que
gij = fδij,
para alguma func¸a˜o positiva f definida em U , onde δ e´ a me´trica Euclidiana. Pelo
Teorema de Uniformizac¸a˜o de Riemann, toda variedade Riemanniana de dimensa˜o 2
e´ localmente conformemente plana.
Proposic¸a˜o 1.6. Uma variedade Riemanniana (Mn, g) e´ localmente conformemente
plana com dimensa˜o n ≥ 4 se e somente se o tensor de Weyl e´ identicamente nulo.
3
1.2 Operadores Diferencia´veis
Definic¸a˜o 1.7. Seja T um tensor de tipo (r, 0). A derivada covariante ∇T de T e´
um tensor de ordem (r + 1, 0) definido como




T(X1, . . . ,∇XXk, . . . , Xr),
onde ∇ e´ a conexa˜o Riemanniana.
Se g e´ uma me´trica em uma variedade diferencia´vel com conexa˜o Riemanniana ∇,
enta˜o
∇g(X, Y, Z) = Z〈X, Y 〉 − 〈∇Z , Y 〉 − 〈X,∇ZY 〉.
Da´ı, ∇g ≡ 0.
Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e ∇ sua conexa˜o Riemanniana.
Definimos o gradiente de uma func¸a˜o f ∈ C∞(M), como o u´nico campo de
vetores ∇gf em X (M) tal que
∇f(X) = g(∇gf,X).
Em coordenadas, temos que





onde (gij) e´ a matriz inversa da matriz (gij). Aqui estamos utilizando a notac¸a˜o de
Einstein.
Definimos a Hessiana de f ∈ C∞(M) como o tensor do tipo (2, 0), denotado por
∇2f ou Hessf , como
∇2f(X, Y ) = Y (X(f))−∇YX(f).
Utilizando o fato que a conexa˜o e´ sime´trica, Teorema 1.4, mostra-se que a Hessiana
e´ um tensor sime´trico.
Definimos o divergente de um tensor A do tipo (r, 0) como o u´nico tensor do
tipo (r − 1, 0) dado por
divg(A)i1...ir−1 := g
jk∇jAki1...ir−1 .
O laplaciano de uma func¸a˜o f ∈ C∞(M) e´ definido como
























Proposic¸a˜o 1.8. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana e ∇ sua conexa˜o Rie-
manniana. Enta˜o
(i) ∇mRijkl +∇kRijlm +∇lRijmk = 0 (2a identidade de Bianchi)
(ii) 2divgRicg = ∇Rg (2a identidade de Bianchi contra´ıda).
Teorema 1.9 (Fo´rmula de Bo¨chner-Weitzenbo¨ck). Seja (Mn, g) uma variedade Rie-
manniana de dimensa˜o n. Seja f ∈ C∞(M). Enta˜o
1
2
∆g(|∇gf |2) = |∇2f |2 + 〈∇gf,∇g(∆gf)〉+Ric(∇gf,∇gf). (1.4)































(∇j∇if)2 = |∇2f |2. (1.6)
Pela identidade de Ricci,
























Desta u´ltima igualdade, de (1.5) e (1.6), obtemos o resultado.
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Corola´rio 1.10 (Fo´rmula Integral de Bo¨chner). Sejam (M, g) uma variedade com-










Demonstrac¸a˜o. Pelo Teorema da Divergeˆncia obtemos que∫
M








Logo, integrando a Fo´rmula de Bo¨chner-Weitzenbo¨ck obtemos o resultado.
1.3 A Q-curvatura e o Operador de Paneitz
Definic¸a˜o 1.11. A Q-curvatura de Branson e´ definida por
Qg = − 1
2(n− 1)∆gRg +
n3 − 4n2 + 16n− 16














λi1 . . . . .λik ,
ou seja, σk(Ag) e´ a k−e´sima func¸a˜o sime´trica dos autovalores de Ag. Note que

















2(n− 2)2 . (1.8)




















(n− 2)2 + 4












divg{(4Ag − (n− 2)σ1(Ag)g)(∇u, ·)} =
= 4〈Ag,∇2u〉 − (n− 2)σ1(Ag)∆gu+ (6− n)〈∇σ1(Ag),∇u〉.
De fato, tome
T (v) = (4Ag − (n− 2)σ1(Ag)g)(∇u, v)
Logo,
Tj = T (
∂
∂xj
) = (4Ag − (n− 2)σ1(Ag)(g))(∇u, ∂∂xj )
= (4Ag − (n− 2)σ1(Ag)g)(gil∇iu ∂∂xl , ∂∂xj )
= 4gil∇iuAlj − (n− 2)σ1(Ag)∇ju.
Portanto, usando a segunda identidade de Bianchi contra´ıda 2gij∇iRjk = ∇kRg,
obtemos
div(T ) = gkj∇kTj = 4gilgkjAlj∇k∇iu+ 4gkjgil∇iu∇kAlj





















−(n− 2)〈∇σ1(Ag),∇u〉 − (n− 2)σ1(Ag)∆gu
= 4〈Ag,∇2u〉+ 4gil∇iu∇lσ1(Ag)− (n− 2)〈∇σ1(Ag),∇u〉
−(n− 2)σ1(Ag)∆gu




gu+ 4〈Ag,∇2u〉+ (6− n)〈∇σ1(Ag),∇u〉






Definic¸a˜o 1.13. Duas me´tricas g e g0 em uma variedade diferencia´vel M sa˜o ditas
conformes se existe uma func¸a˜o positiva suave f tal que g = fg0. O conjunto de todas
as me´tricas conformes a uma me´trica g0 e´ denotado por [g0].
Note que se g ∈ [g0], enta˜o podemos escrever g = eug0, onde u e´ uma func¸a˜o suave.
Proposic¸a˜o 1.14. Se g = e2fg0, enta˜o
(i) Ricg = Ricg0 − (n− 2)∇2g0f − (∆g0f + (n− 2)|∇g0f |2g0)g0 + (n− 2)df ⊗ df
(ii) Rg = e
−2f (Rg0 − 2(n− 1)∆g0f − (n− 1)(n− 2)|∇g0f |2g0)









Lg0 = −∆g +
n− 2
4(n− 1)Rg0 .
Para uma prova ver [5].





































Teorema 1.15 (Coordenadas normais conformes). Sejam (M, g0) uma variedade Ri-
emanniana e p ∈M . Para cada nu´mero inteiro N ≥ 2 existe uma me´trica g conforme
a g0 sobre M tal que
det gij = 1 +O(|x|N),
em coordenadas normais em p na me´trica g. Nessas coordenadas, se N ≥ 5, a
curvatura escalar de g satisfaz Rg = O(|x|2) e ∆gRg = −1
6
|Wg|2g em p, onde Wg e´ o
tensor de Weyl.
8
Como colora´rio da demonstrac¸a˜o do Teorema 1.15 em [9] temos que
Corola´rio 1.16. Se g e´ a me´trica dada pelo Teorema 1.15, temos
(i) Rij(0) = 0;
(ii) Rg(0) = 0;
(iii) ∇gRg(0) = 0;
(iv) (∇kRij +∇iRjk +∇jRki)(0) = 0;
(v) (∇k∇lRij +∇l∇iRjk +∇i∇jRkl +∇j∇kRli)(0) = 0.
Corola´rio 1.17. Em coordenadas normais conformes, tem-se as seguintes expanso˜es
para o tensor de Schouten (1.2) e para a Q−curvatura, Definic¸a˜o 1.11:
(i) Aij(0) = 0;
(ii) (∇kAij +∇iAjk +∇jAik)(0) = 0;








Demonstrac¸a˜o. Temos que (i) e (ii) segue diretamente da definic¸a˜o do tensor de
Schouten e do Corola´rio 1.16. Para ver (iv), basta expandir Qg em se´rie de Taylor e
usar o Teorema 1.15 e o Corola´rio 1.16,













onde c1(n) e c2(n) sa˜o constantes que dependem somente da dimensa˜o de M . E para
(iii), note que
gijx
ixj = 〈ei, ej〉 · xixj = 〈xiei, xjej〉 = 〈x, x〉 = r2. (1.12)
Logo de (1.8) temos
− 1
2(n− 1)∇k∇lRg˜gijx











4(n− 2)(∇k∇lRij +∇l∇iRjk +∇i∇jRkl +∇j∇kRli)(0) · x
kxlxixj = 0.
Portanto,




Lema 1.18. Seja g a me´trica dada pelo Teorema 1.15, para algum N ≥ 2. Em
coordenadas normais, se u e´ uma func¸a˜o radial com respeito a um ponto p ∈ M

















N−1)u′′′ +O(rN−2)u′′ +O(rN−3)u′, (1.15)
onde N ≥ 5, ∆0 denota o laplaciano Euclidiano e r(q) = dg(p, q).
Demonstrac¸a˜o. Seja (r, θ) coordenadas polares com polo p ∈ M . Temos que as
coordenadas polares sa˜o dadas por ϕ(r, θ) = expp(rθ), onde θ ∈ Sn−1. Ale´m disso, a







Se g˜ij sa˜o as componentes de g em coordenadas polares e gij as componentes de g em
coordenadas normais, enta˜o
√







det g˜ij = log
√











































































onde na terceira igualdade utilizamos o fato que u na˜o depende de θ. Pelo Teorema
1.15
















det g˜ = O′′(rN−1).
Substituindo isso em (1.16), chegamos a (1.14). Para (1.15), primeiro note que
∆20u = ∆0(u













































u′′′ +O(rN−1)u′′ + (n− 1)
(





















Em coordenadas normais, gij = δij +O(r
















































































24(n− 1) |W |
2(0)u+O(r3)|u′′|





















e N pode ser tomado ta˜o grande quanto se queira.
Demonstrac¸a˜o. Aqui vamos utilizar a expressa˜o (1.9).
Expandindo em se´rie de Taylor e usando o Teorema 1.15 e o Corola´rio 1.17, obte-
mos que em um referencial ortonormal, temos
〈Ag,∇2u〉 =
(

























onde na u´ltima igualdade utilizamos (1.13) que tambe´m e´ verdade em um referencial
ortonormal. Assim
〈Ag,∇2u〉 = I + II + III + IV + V,
onde


































V = O(r3)∇i∇ju+ (∇kAij(0)xk + 1
2
∇k∇lAij(0)xkxl)×O(r)|u′|.
Note que, como ∇kRg(0) = 0 e Aijδij = σ1(Ag), enta˜o
































































(∇iAkj +∇jAik +∇kAji) (0) = 0.
Como Aijδ



































































































































Finalmente por (1.13) obtemos

















= O(r3)(u′′O(1) + u′O(r−1)) +O(r2)|u′|












Expandindo Rg em se´rie de Taylor, temos
Rg = Rg(0) +∇kRg(0)xk + 1
2
∇k∇lRg(0)xkxl +O(r3). (1.18)
Assim, como os dois primeiros termos sa˜o nulos pelo Corola´rio 1.16 e (1.14) temos
que

























































Ale´m disso, expandindo ∇lσ1(Ag) e utilizando o fato que ∇kRg(0) = 0 para todo k,












































































24(n− 1) |W |
2(0)u+O(r3)|u′′|






















24(n− 1) |W |
2(0)u+O(r3)|u′′|
+O(r2)|u′|+O(r)u+O(rN−1)u′′′ +O(rN−2)u′′ +O(rN−3)u′,
donde segue o resultado.
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1.5 Func¸o˜es de Green






2−n, se n ≥ 3
1
2π
log |x|, se n = 2,
onde ωn e´ o volume da esfera unita´ria S
n. Note que ∆Γ(x) = 0. Γ e´ dita uma soluc¸a˜o
fundamental do Laplaciano.
Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana compacta sem fronteira e q ∈ C∞(M).
Considere o operador L = ∆g + q.
Definic¸a˜o 1.21. Dado p ∈ M , uma func¸a˜o Gp ∈ C∞(M\{p}) satistafzendo as se-
guintes condic¸o˜es
(i) LGp(x) = 0, para todo x ∈M\{p},
(ii) Gp(x) = Γ(x− p) +O(|x− p|3−n), para x pro´ximo de p
e´ dita func¸a˜o de Green de L com singularidade (ou polo) em p ∈M .
Seja Bε(p) a bola com centro em p e raio ε > 0. Dada uma func¸a˜o f ∈ C∞(M)













































Ale´m disso, em ∂Bε(p)
∂Gp
∂r




































































Neste caso dizemos que LGp = δp, onde δp e´ a massa de Dirac em p.
Teorema 1.22. Seja L = ∆g + q : C
2,α(M) −→ C0,α(M), onde q ∈ C∞(M). Se L e´
invert´ıvel, enta˜o existe func¸a˜o de Green de L.
Considere o Laplaciano conforme
Lg = −∆g + n− 2
4(n− 1)Rg.
Se Rg > 0, enta˜o Lg e´ invert´ıvel, e portanto do Teorema 1.22, segue que Lg possui uma
func¸a˜o de Green. A respeito da func¸a˜o de Green para Lg temos a seguinte expansa˜o
Proposic¸a˜o 1.23 (Lee-Parker [9]). Seja Gp a func¸a˜o de Green de Lg com polo em








+ c log |x|+O(1),
onde ψk sa˜o polinoˆmios homogeˆneos de grau k e o termo do log so´ aparecem se n e´
par. Ale´m disso,
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(i) se n = 3, 4, 5 ou M e´ conformemente plana em uma vizinhanc¸a de p,
Gp = |x|2−n + A+O(r),
onde A e´ uma constante;
(ii) se n = 6,
Gp = |x|2−n − 1
288a
|Wg(p)|2 log r +O(1);














Agora, para o bilaplaciano, temos que ∆2|x|4−n = 0, em Rn\{0} com n ≥ 5.
Definic¸a˜o 1.24. Dado p ∈ M , uma func¸a˜o Gp ∈ C∞(M\{p}) satisfazendo as se-
guintes condic¸o˜es
(i) PgGp = 0 em M\{p}
(ii) Gp(x) =
1
(n− 2)(n− 4)ωn−1 |x|
4−n +O(|x|5−n) para x pro´ximo de p,
e´ dita func¸a˜o de Green de Pg com singularidade (ou polo) em p ∈M .
Da mesma forma que no caso anterior, obtemos∫
M\{p}
GpPg(f)dvg = f(p), para todo f ∈ C∞(M).
Assim, podemos escever PgGp = δp. Ale´m disso, temos
Teorema 1.25. Se Pg : C
4,α(M) −→ C0,α(M) e´ invert´ıvel, enta˜o existe uma func¸a˜o
de Green de Pg.
1.6 Espac¸os de Sobolev
Agora falaremos sobre os espac¸os de Sobolev, e dos teoremas de mergulho de Sobolev,
para mais detalhes ver [12] e [9].
Sejam (Mn, g) uma variedade Riemanniana compacta com elemento de volume
dvg e p ≥ 1. Definimos










Aqui estamos considerando duas func¸o˜es que coincidem q.t.p. como iguais. Desta
forma, uma func¸a˜o em Lp(M) e´ uma classe de equivaleˆncia de func¸o˜es que coincidem
q.t.p.
Agora, considere k ∈ N, e p ≥ 1. Definimos o espac¸o W k,p(M) como sendo o







Lema 1.26. Seja (M, g) uma variedade Riemannaiana compacta sem fronteira. De-
fina a seguinte norma
‖u‖2W 2,2(M),1 = ‖∆gu‖22 + ‖∇u‖22 + ‖u‖22.
Enta˜o as normas ‖u‖W 2,2(M),1 e ‖u‖W 2,2(M) sa˜o equivalentes.


















2 + k|∇u|2 + |∇u|2 + u2) dvg
≤ c‖u‖2W 2,2(M),1,
onde Ric ≥ −k, para alguma constante positiva k.
Note que pela Desigualdade de Cauchy-Schwartz obtemos
(∆gu)







2 + |∇u|2 + u2) dvg ≤ c
∫
M
(|∇2u|2 + |∇u|2 + u2) dvg.
Disto segue o resultado.
Seja (E, ||.||) um espac¸o de Banach. Dizemos que xi converge fracamente para x e
escrevemos xi ⇀ x, se ϕ(xi) converge para ϕ(x), para todo ϕ ∈ E ′, onde E ′, denota o
espac¸o dual de E. Como o espac¸oW 2,2(M) e´ reflexivo, ja´ que e´ um espac¸o de Hilbert,
podemos reescrever esta definic¸a˜o da seguinte maneira: se (ui)i e´ uma sequeˆncia em





(∆gui∆gϕ+ 〈∇ui,∇ϕ〉+ uiϕ) dvg =
∫
M
(∆gu∆gϕ+ 〈∇u,∇ϕ〉+ uϕ) dvg,
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para todo ϕ ∈ W 2,2(M).
Seja Ω ⊂ Rn um domı´nio limitado. Dado 0 < α < 1, defina
‖f‖Ck,α(Ω) = ‖f‖Ck(Ω) + sup





Ck,α(Ω) = {f ∈ Ck(Ω); ‖f‖Ck,α(Ω) <∞}.
Dada uma variedade Riemanniana compacta sem fronteira (M, g). Considere
um nu´mero finito de cartas coordenadas (Ui, ϕi) tais que B2(0) = ϕ








Lema 1.27. As normas geradas por duas famı´lias finitas de cartas coordenadas em
M sa˜o equivalentes.
Definic¸a˜o 1.28. Sejam k ∈ N e α ∈ (0, 1). Defina o espac¸o de Ho¨lder em M como
Ck,α(M) = {f ∈ Ck(Ω); ‖f‖Ck,α(M) <∞}.
Teorema 1.29 (Teorema de Compacidade). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana
de dimensa˜o n.


















e α ∈ (0, 1). (Inclusa˜o cont´ınua).
1.7 Operadores Diferenciais El´ıpticos
Agora falaremos um pouco sobre operadores diferencias el´ıpitcos. Para mais detalhes
ver [1].
Definic¸a˜o 1.30. Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana. Um operador diferencial





onde ai1...il sa˜o func¸o˜es suaves em U e u ∈ C2m(M). Os termos de ordem 2m sa˜o
ditos a parte principal.
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O operador e´ dito el´ıptico em um ponto x ∈ U , se existe λ(x) ≥ 1, tal que para
todos os vetores v
||v||2mλ−1(x) ≤ ai1...i2mvi1 · · · vi2m ≤ λ(x)||v||2m. (1.19)
Dizemos que o operador e´ uniformemente el´ıptico, se e´ poss´ıvel tomar λ(x) em
(1.19) constante.
O Laplaciano e o bilaplaciano em uma variedade Riemanniana sa˜o operadores
diferenciais el´ıpticos lineares de segunda e quarta ordem, respectivamente. Portanto,
o operador de Paneitz 1.9, e´ um operador el´ıptico. Para o Laplaciano temos o seguinte
princ´ıpio do ma´ximo
Teorema 1.31 (Princ´ıpio do Ma´ximo Forte). Sejam (M, g) uma variedade Rieman-
niana conexa, h uma func¸a˜o suave na˜o negativa e u ∈ C2(M) satisfazendo
(−∆g + h)u ≥ 0.
Se u atinge seu mı´nimo m ≤ 0, enta˜o u e´ constante sobre M .
Como o operador de Paneitz e´ de quarta ordem, um princ´ıpio do ma´ximo ana´logo
na˜o e´ imediato.
1.7.1 Soluc¸o˜es Fracas
Seja A um operador diferencial linear de ordem 2m definido sobre uma variedade
Riemanniana M , com ou sem bordo. Se f ∈ Lp(M) e os coeficientes de A sa˜o
mensura´veis e localmente limitados, dizemos que uma func¸a˜o u ∈ W 2m,p(M) e´ uma
soluc¸a˜o forte em Lp, no sentido de A(u) = f , se existe uma sequeˆncia {ui}i de func¸o˜es
em C∞(M) tal que ui → u em W 2m,p(M) e A(ui)→ f em Lp(M).
Definic¸a˜o 1.32. Se A e´ um operador diferencial linear em M , dizemos que u ∈
L1(M) satisfaz A(u) = f no sentido fraco ou no sentido de distribuic¸a˜o, se para toda






onde A∗ e´ a adjunta formal de A, obtida de A por integrac¸a˜o por partes.
Observe que da definic¸a˜o do operador de Paneitz segue imediatamente que ele e´
autoadjunto com respeito ao produto interno de L2(M).
Teorema 1.33. Seja Ω ⊂ Rn e A um operador linear el´ıptico em Ω de ordem 2m
com coeficientes suaves. Suponha que u e´ uma soluc¸a˜o fraca da equac¸a˜o Au = f ,
com f ∈ Ck,α(Ω). Enta˜o u ∈ Ck+2m,α(Ω), com 0 < α < 1. Se f ∈ W k,p(Ω), com
1 < p <∞, enta˜o u ∈ W k+2m,p(Ω).
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Cap´ıtulo 2
O Operador de Paneitz e sua
Func¸a˜o de Green
Neste cap´ıtulo iremos mostrar um princ´ıpio do ma´ximo para o operador de Paneitz e
supondo que a curvatura escalar e´ na˜o negativa e a Q−curvatura e´ semipositiva, isto
e´, Qg ≥ 0 e Qg > 0 em algum ponto, existe uma func¸a˜o de Green para Pg. Ale´m disso
encontramos uma expansa˜o para esta func¸a˜o de Green e mostramos um teorema da
massa positiva.
2.1 Princ´ıpio do Ma´ximo
Lema 2.1. Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana compacta sem fronteira de
dimensa˜o n ≥ 5. Suponha que
(i) Qg e´ semipositiva,
(ii) A curvatura escalar Rg ≥ 0.
Enta˜o a curvatura escalar e´ estritamente positiva.
Demonstrac¸a˜o. Por definic¸a˜o
Qg = − 1






onde c(n) e´ um contante positiva que so´ depende da dimensa˜o de M .
Como Qg e´ na˜o negativa, segue que
1





2 ≤ c(n)R2g. (2.2)
Pelo Princ´ıpio do Ma´ximo Forte, Teorema 1.31, Rg > 0 ou Rg ≡ 0. No u´ltimo
caso, por (2.1) temos
Qg = −c2(n)|Ricg|2 ≤ 0, (2.3)
que e´ uma contradic¸a˜o, ja´ que Qg e´ positiva em algum ponto.
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Teorema 2.2. Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana compacta sem fronteira de
dimensa˜o n ≥ 5. Suponha
(i) Qg e´ semipositiva,
(ii) Rg ≥ 0.
Se u ∈ C4(M) satisfaz
Pgu ≥ 0, (2.4)
enta˜o u > 0 ou u ≡ 0 sobre Mn. Ale´m disso, se u > 0, enta˜o h = u 4n−4 g e´ uma
me´trica com Q−curvatura na˜o negativa e curvatura escalar positiva.
Demonstrac¸a˜o. Para λ ∈ [0, 1] defina
uλ = (1− λ) + λu. (2.5)
Enta˜o u0 ≡ 1, enquanto u1 = u. Suponha
min
Mn
u ≤ 0. (2.6)
Defina λ0 ∈ (0, 1] por
λ0 = min{λ ∈ (0, 1] : min
Mn
uλ = 0}. (2.7)





Para 0 < λ < λ0, temos
Qgλ ≥ 0 (2.9)



































Como λ < λ0 ≤ 1 e Qg e´ semipositiva, segue que Qgλ e´ semipositiva.
Tambe´m afirmamos que para 0 ≤ λ < λ0,
Rgλ > 0. (2.11)
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Pelo Lema 2.1, segue que (2.11) vale para λ = 0. Se existe algum λ1 ∈ (0, λ0)
com minRgλ1 = 0, enta˜o isso contradiz o Lema 2.1, pois neste caso ter´ıamos que Qgλ1
seria semipositiva, Rgλ1 ≥ 0 e com minRgλ1 = 0.
Pela Proposic¸a˜o 1.14 com f =
2















Como Rgλ > 0, isto implica que uλ satisfaz a desigualdade diferencial
∆guλ ≤ (n− 4)
4(n− 1)Rguλ. (2.13)
Tomando o limite quando λր λ0, isto tambe´m vale para λ = λ0. Pelo Princ´ıpio
do Ma´ximo Forte, Teorema 1.31, (2.7) e (2.13) implicam que uλ0 ≡ 0. Se λ0 = 1,
enta˜o acabou, ja´ que u1 = u. Portanto suponha λ0 ∈ (0, 1). Segue de (2.5) que
u = −(1− λ0)
λ0
.









Como por hipo´tese Qg > 0 em algum ponto, obtemos uma contradic¸a˜o com o fato de
Pgu ≥ 0. Conclu´ımos que u ≡ 0 ou u > 0.
Supondo u > 0, obtemos que a me´trica h = u
4
n−4 g esta´ bem definida e seguindo
(2.10), obtemos que sua Q−curvatura na˜o negativa. Mais uma vez, podemos construir
uma famı´lia de func¸o˜es {uλ} como em (2.5) e uma famı´lia de me´tricas gλ como em
(2.8). Para λ = 0 a curvatura escalar e´ positiva, pois coincide com Rg que e´ positiva.
Suponha que existe λ0 ∈ (0, 1] tal que o minRgλ0 = 0. Como na demonstrac¸a˜o
do Lema 2.1, conclu´ımos que Rgλ0 ≡ 0. Pore´m, como Rg > 0 e uma classe conforme
que admite uma me´trica de curvatura escalar positiva na˜o possui uma me´trica de
curvatura escalar nula, chegamos a uma contradic¸a˜o. Logo, Rgλ > 0 para todo
λ ∈ [0, 1].
Proposic¸a˜o 2.3. Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana compacta sem fronteira
de dimensa˜o n ≥ 5. Suponha que
(i) Qg e´ semipositiva,
(ii) R ≥ 0.
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Enta˜o o operador de Paneitz e´ positivo. Ale´m disso, para todo ϕ ∈ W 2,2(M), existe






Consequentemente, a constante de Paneitz-Sobolev tambe´m e´ positiva, isto e´,
q0(M













































































































































































para n ≥ 6.




















enquanto a Q−curvatura e´ dada por

























onde na segunda igualdade utilizamos (1.7).
Considere o segundo termo do lado direito de (2.19). Como pelo Lema 2.1 a















































Para o primeiro termo do lado direito de (2.22), por integrac¸a˜o por partes usando






, com x =
|∇gσ1(Ag)|
σ1(Ag)
√|∇gϕ| e y =






























































































onde na quinta igualdade utilizamos que
〈∇gf,∇g|∇gh|2〉 = 2∇2h(∇gf,∇gh),
para quaisquer func¸o˜es suaves f e h.



















































































































onde cn e´ uma constante que depende somente da dimensa˜o de M .
Isto implica que se Pgu ≡ 0, enta˜o u ≡ 0, ja´ que a Q−curvatura e´ semipositiva.
Para mostrar a desigualdade (2.14), e´ suficiente mostrar que
inf
u∈W 2,2(M)\{0}









onde estamos utilizando a notac¸a˜o
∫
M
uPgudvg para representar o lado direito de
(2.16). Utilizando os mergulhos de Sobolev e regularidade el´ıptica, como na demons-
trac¸a˜o da Proposic¸a˜o 2.4 a seguir, mostramos que esse ı´nfimo e´ atingido, em alguma
30




















































para todo v ∈ W 2,2(M). Mas isto implica que Pg(u0) = F (u0)u0. Assim, se F (u0) =
0, de (2.24) conclu´ımos que u0 ≡ 0, contradic¸a˜o. Logo
inf
u∈W 2,2(M)\{0}
F (u) > 0






e´ equivalente a norma ‖u‖W 2,2(M).







2 + |∇gu|2 + u2
)
dvg ≤ c‖u‖2W 2,2(M).





(|∇2u|2 + |∇u|2) dvg,
ja´ que σ1(Ag) e´ positivo e Qg e´ na˜o negativo. Da´ı somando (2.14) obtemos que∫
M
uPgudvg ≥ c‖u‖2W 2,2(M).
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2 + |∇gu|2 + u2
)
dvg ≥ c‖u‖2W 2,2(M).
Do Teorema 1.29, obtemos W 2,2(M) ⊂ L 2nn−4 (M), onde a inclusa˜o e´ cont´ınua.




Logo da afirmac¸a˜o segue que a constante de Paneitz Sobolev e´ positiva.
Proposic¸a˜o 2.4. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana que satisfaz as hipo´teses
da Proposic¸a˜o 2.3. O operador de Panietz Pg : C
4,α(M) −→ C0,α(M) possui uma
inversa limitada, isto e´
||P−1g (u)||C0,α(M) ≤ c||u||C4,α(M),
onde c e´ uma constante positiva independente de u.




































Logo u ∈ W 2,2(M) e´ soluc¸a˜o fraca de Pgu = f , se e somente se, u e´ ponto cr´ıtico
de F . Temos que F e´ limitado inferiormente. De fato, como Pg e´ positivo, segue de
(2.14) que
























para todo ε > 0. Da´ı, se ε2 < µ, temos que















f 2dvg ≥ 0. Tome uma sequeˆncia (ui)i em W 2,2(M) tal que
F (ui)→ a = inf
W 2,2(M)
F.
Afirmac¸a˜o: A sequeˆncia (ui)i e´ limitada em W
2,2(M).









Assim de (2.25), obtemos


















onde cε e´ uma constante que na˜o depende de ϕ.
Tomando ε2 ≤ λ1
2
e usando a caracterizac¸a˜o de λ1, temos que
























De (2.18) e (2.26) temos que























para n ≥ 6. Para n = 5 de (2.23), temos










dvg − cε. (2.28)



















onde c e´ uma constante positiva que na˜o depende de ϕ. Assim, de (2.28) e (2.29)
obtemos que para n = 5 temos a desigualdade










dvg − cε. (2.30)
Pelo Lema 2.1, a curvatura escalar e´ positiva Rg > 0 e por hipo´tese Qg ≥ 0. Assim,
de (2.27) e (2.30), obtemos que
F (ϕ) ≥ c
∫
M
(|∇2gϕ|2 + |∇gϕ|2) dvg − cε, (2.31)
onde c e´ uma constante positiva que na˜o depende de ϕ. Como (F (ui))i e´ uma
sequeˆncia convergente, enta˜o |F (ui)| ≤ K = constante para todo i, e de (2.31) obte-
mos que ∫
M
(|∇2gui|2 + |∇gui|2) dvg ≤ C, (2.32)
para todo i, onde C e´ uma constante positiva que na˜o depende de i.


























































para todo i, onde A e B sa˜o constantes positivas. Como λ1 > 0, segue que (ui)i e´
limitada em L2(M), caso contra´rio, ter´ıamos ||ui||2 →∞ e ||ui||−12 →∞. Logo, disto
e (2.32), (ui)i e´ uma sequeˆncia limitada em W
2,2(M). Como W 2,2(M) ⊂ L2(M), e a
inclusa˜o e´ compacta, Teorema de Compacidade de Kondrakov (Teorema 1.29), existe
uma subsequeˆncia (uk)k e u ∈ W 2,2(M) tal que uk → u em L2(M), e uk ⇀ u em
W 2,2(M). Logo, F (uk) → F (u) e enta˜o u e´ ponto cr´ıtico de F . Assim Pg(u) = f no
sentido fraco.
Suponha que Pgu = 0 no sentido fraco, para algum u ∈ W 2,2(M). Da´ı, pela
desigualdade (2.14) segue que u ≡ 0. Logo, Pg e´ injetiva.
Portanto dada f ∈ L2(M), existe uma u´nica u ∈ W 2,2(M) tal que Pgu = f
no sentido fraco. Pelo Teorema 1.33, se f ∈ C0,α(M), enta˜o u ∈ C4,α(M). Logo
Pg : C
4,α(M) −→ C0,α(M) e´ invert´ıvel.
Afirmac¸a˜o: Pg e´ um operador fechado.
De fato, seja (ui)i uma sequeˆncia em C
4,α(M) tal que ui → u em C4,α(M) e











para todo w ∈ W 2,2(M). Mas como ui → u em C4,α(M) e Pg(ui) → v em C0,α(M),











para todo w ∈ W 2,2(M). Logo, Pgu = v no sentido fraco, mas v ∈ C0,α(M) implica
que u ∈ C4,α(M) e assim Pgu = v no sentido cla´ssico. Como Pg(C4,α(M)) = C0,α(M),
segue do Teorema da Func¸a˜o Inversa Limitada que existe uma constante c > 0 tal
que
||u||C4,α(M) ≤ c||Pgu||C0,α(M),
para todo u ∈ C4,α(M). Logo, P−1g : C0,α(M) −→ C4,α(M) e´ limitada, isto e´
||P−1g (u)||C4,α(M) ≤ c||u||C0,α(M).
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2.2 A Func¸a˜o de Green
Conclu´ımos da Proposic¸a˜o 2.4 e do Teorema 1.25 que sobre as hipo´teses do Teorema
2.2, para qualquer p ∈ Mn existe a func¸a˜o de Green para o operador de Paneitz,
satisfazendo
PgGp = δp,
onde δp e´ a massa de Dirac em p.
Proposic¸a˜o 2.5. Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana satisfazendo as hipo´teses
do Teorema 2.2. Se Gp e´ a func¸a˜o de Green para o operador de Paneitz com polo em
p ∈Mn, enta˜o Gp > 0 sobre Mn\{p}.
Demonstrac¸a˜o. Considere uma sequeˆncia de func¸o˜es suaves (fj)j na˜o negativas sobre
M , cujo suporte Ωj tende a {p} e tal que,∫
M
fjdvg = 1,
para todo j. Enta˜o∫
M


















Note que dado ε > 0, como Ωj se aproxima de p, temos que para todo j suficientemente








para todo j suficientemente grande. Portanto∫
M
fjudvg → u(p).
Enta˜o fj ⇀ δp no sentido de distribuic¸a˜o. Pela Proposic¸a˜o 2.4 segue que existem























n\{p}). Pelo Teorema 2.2 tem-se Gj > 0 sobre Mn. Da´ı
Gp ≥ 0,
sobre Mn\{p}.
Suponha agora que exista x0 6= p com Gp(x0) = 0. Considere as sequeˆncias de
me´tricas conformes gj = G
4
n−4
j g. Como por construc¸a˜o PgGj ≥ 0 temos, pelo Teorema
2.2 que as me´tricas gj possuem curvatura escalar positiva eQ−curvatura semipositiva.
Pelo mesmo argumento utilizado em (2.13), Gj satisfaz,
∆gGj ≤ (n− 4)
4(n− 1)RgGj,
sobre Mn. Tomando o limite j →∞ sobre Mn\{p} obtemos
∆gGp ≤ (n− 4)
4(n− 1)RgGp.
Logo, pelo Princ´ıpio do Ma´ximo Forte, Teorema 1.31, ter´ıamos Gp ≡ 0, o que e´ uma
contradic¸a˜o com (2.33).
Proposic¸a˜o 2.6. Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana compacta sem fronteira,
satisfazendo as hipo´teses
(i) Qg e´ semipositiva, e
(ii) Rg ≥ 0.
Ale´m disso, assuma uma das seguintes hipo´teses
• A dimensa˜o n = 5, 6 ou 7; ou
• (Mn, g) e´ localmente conformemente plana e n ≥ 5.
Se Gp e´ a func¸a˜o de Green para o operador de Paneitz com polo em p ∈M , existe









, ωn−1 e´ o volume de S
n−1 e f = O(k)(rm) denota qualquer
quantidade satisfazendo
|∇jf(x)| ≤ Cjrm−j
para 1 ≤ j ≤ k, onde r = |x| = d(x, p).
Demonstrac¸a˜o. Suponha inicialmente que a dimensa˜o e´ n = 5, 6 ou 7.
Seja g˜ a me´trica das coordenadas normais conformes. Pelo Lema 1.20 obtemos
Pg˜(r
4−n) = ∆20r
4−n +∇k∇lσ1(0)xkxlQ(r4−n) + n− 4
24(n− 1) |W |
2(0)r4−n
+O(r3)(4− n)(3− n)r2−n +O(r2)(4− n)r3−n +O(r)r4−n
+O(rN−1)(4− n)(3− n)(2− n)r1−n +O(rN−2)(4− n)(3− n)r2−n
+O(rN−3)(4− n)r3−n
= ∆20(r
4−n) +∇k∇lσ1(0)xkxlQ(r4−n) + n− 4
24(n− 1) |W |
2(0)r4−n
+O(r5−n),
onde N e´ tomado ta˜o grande quanto se queira e










































4−n = c−1n δp,
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no sentido fraco. Portanto,
Pg˜(r













= −δp +O(r4−n) = −Pg˜Gp +O(r4−n),








no sentido fraco em M . Pelo Teorema 1.33, se O(r4−n) esta´ em Lp(M), enta˜o
Gp − 1
cn
r4−n ∈ W 4,p(M).



































Assim, para a integral convergir e´ necessa´rio que (4−n)p+n > 0, ou seja, p < n
n− 4 .
Pelo item (iii) do Teorema 1.29, W 4,p(M) ⊂ C1,α(M) se p > n
3
.






que se verifica para n = 5 e n = 6.
Para n = 7, escreva os termos da direita de (2.35) como






onde B0 e´ uma constante, θ = x/|x| e B2(θ) = cθkθl, com c uma constante, e´
uma autofunc¸a˜o do Laplaciano em S6 com autovalor associado igual a 14. Usando o
















































Da´ı da expressa˜o em coordenadas do Laplaciano, (1.3), obtemos










































−1) = −24r−3 +O(rN−1)u′
e
Pg(r






















B2(θ)r ∈ W 4,p(M).



































Assim para a integral convergir, devemos ter −2p + n > 0, ou seja, p < n
2
. E
novamente do item (iii) do Teorema 1.29, W 4,p(M) ⊂ C1,α(M) se p > n
3
.







donde segue o resultado.
Para o caso localmente conformemente plana, a expansa˜o da func¸a˜o de Green
pode ser encontrada em [8].
2.3 Teorema da Massa Positiva
Nesta sec¸a˜o iremos utilizar um resultado provado por R. Schoen [13]. Mas antes veja-
mos uma definic¸a˜o. Uma variedade Riemanniana (Mn, g) e´ dita assintoticamente Eu-
clidiana se existe um compacto K ⊂M e um difeomorfismo ϕ :M\K −→ Rn\B1(0),
tal que a me´trica nesse sistema de coordenadas e´ da forma
gij(y) = δij +O(|y|−2),
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para todo y ∈ Rn com |y| grande, em coordenadas normais.
Proposic¸a˜o 2.7 (Schoen, 1984). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana assintoti-
camente Euclidiana. Se g possui curvatura de Ricci identicamente nula, enta˜o (M, g)
e´ isome´trica a Rn com a me´trica Euclidiana.
A constante α da expansa˜o (2.34) e´ chamada de massa do operador de Paneitz.
Teorema 2.8. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana satisfazendo as hipo´teses da
Proposic¸a˜o 2.6. Enta˜o a constante α da expansa˜o (2.34) e´ na˜o negativa. Ale´m disso,
α = 0 se e somente se (Mn, g) e´ conformemente equivalente a esfera.
Demonstrac¸a˜o. Seja Γp denotando a func¸a˜o de Green do laplaciano conforme
Lg = −∆g + (n− 2)
4(n− 1)Rg





Afirmac¸a˜o: A me´trica gˆ e´ assintoticamente Euclidiana.
De fato, pela Proposic¸a˜o 1.23, temos que Γp = |x|2−n + O(log |x|), o que implica
Γ
4
n−2 = |x|−4 + O(log |x|), para todo x pro´ximo de zero. Ale´m disso, se I(x) =
x|x|−2, enta˜o I∗δ = |x|−4δ, onde δ e´ a me´trica Euclidiana. Agora, sabendo que em
coordenadas normais (x1, . . . , xn) temos que gij = δij + O(|x|2), segue que tomando
y = I(x), obtemos que
gˆij(y) = (|y|4 +O(log |y|))|y|−4(δij +O(|y|−2)) = δij +O(|y|−2).






p Lg(Γp) = 0.
Assim, a me´trica gˆ e´ assintoticamante Euclidiana com curvatura escalar nula.























p Pg(Gp) = 0.
Como gˆ possui curvatura escalar nula, temos que Agˆ =
1
n− 2Ricgˆ. Logo




Pela definic¸a˜o do operador de Paneitz,
0 = PgˆΦ = ∆
2
gˆΦ + divgˆ{(4Agˆ)(∇Φ, ·)} − (n− 4)|Agˆ|2Φ. (2.36)
Seja Bδ a bola geode´sica de centro em p e raio δ > 0 na me´trica g. Pelo Teorema






















onde ν e´ a normal para fora de ∂Bδ na me´trica gˆ.










(∆gˆΦ) + 4Agˆ(∇Φ, ν)
}





Note que como gˆ possui curvatura escalar nula, enta˜o
∂
∂ν
(∆gˆΦ) = − ∂
∂ν
(LgˆΦ). (2.38)
Ale´m disso, pela invariaˆncia conforme de Lg temos que
Lgˆ(Γ
−1














Seja r(x) = dg(x, p) a func¸a˜o distaˆncia de x a p na me´trica g. Da Proposic¸a˜o 1.23,
temos que para n = 5
Γp = r
2−n +O(1).
Multiplicando por rn−2 e elevando a poteˆncia
2
n− 2 e expandindo o resultado em







n−2 = (1 +O(rn−2))
2








Para n = 6, novamente da Proposic¸a˜o 1.23 temos
Γp = r
2−n +O(log r),
Do mesmo modo que o caso anterior, multiplicamos a iguadade por rn−2 e elevamos
a poteˆncia
2
n− 2, e obtemos que
(rn−2Γp)
2









p = 1 +O(r
4 log r),





−2 +O(r2 log r).
E finalmente para n = 7, da Proposic¸a˜o 1.23 temos que
Γp = r
2−n +O(r−1).
Multiplicando por rn−2, elevando a poteˆncia
2




n−2 = (1 +O(r4))
2








r−2 +O(r) se n = 5,
r−2 +O(r2 log r) se n = 6,
r−2 +O(r2) se n = 7.
(2.39)
De (2.34), temos que
Gp = cnr
4−n + α +O(r),




p Gp = cnr
2−n + αr−2 +O(r−1).
Pelo Lema 1.18, temos que
∆gr
2−n = (2− n)(1− n)r−n + (n− 1)(2− n)r−n +O(rN) = O(rN)
e
∆gr
−2 = 6r−4 − 2(n− 1)r−4 +O(rN) = −2(n− 4)r−4 +O(rN).
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Da´ı, usando o fato que Rg = O(r













= −cn∆gr2−n − α∆gr−2 +O(r−3)
= 2(n− 4)αr−4 +O(r4−n)
= 2(n− 4)αr−4 +O(r−3),













p Gp) = 2(n− 4)αrn−2 +O(rn−1).
Como, gˆ(ν, ν) = 1, segue que Γ
4
n−2







p ν) = 1.























(LgˆΦ) = 2(n− 2)(n− 4)αrn−3 +O(rn−2).















= −(δ2 +O(δ3))(2(n− 2)(n− 4)αδn−3 +O(δn−2))

















p dσg = ωn−1δ
1−n +O(δ2−n). (2.41)





(∆gˆΦ)dσgˆ = (2(n− 2)(n− 4)αδn−1 +O(δn))×
×(ωn−1δ1−n +O(δ2−n))
= 2(n− 2)(n− 4)αωn−1 +O(δ).
(2.42)
Para a segunda integral de (2.37), temos que∫
∂Bδ





Note que, para n = 5
log Γp = log(r
−3 +O(1)) = −3 log r + log(1 +O(r3)) = −3 log r +O(r3).
Para n = 6
log Γp = log(r
−4 +O(log r))
= −4 log r + log(1 +O(r4 log r))− 4 log r +O(r4 log r),
e para n = 7
log Γp = log(r
−5 +O(r−1)) = −5 log r + log(1 +O(r4)) = −5 log r +O(r4).
Logo, se f =
2
n− 2 log Γp, enta˜o





o que implica que
∇f ⊗∇f = 4
r2
∇r ⊗∇r +O(rn−5).
Ale´m disso, novamente pelo Lema 1.18





























|∇f |2 = 4
r2
+O(rn−5),
pois |∇r| = 1.
Como em coordenadas normais g = δ + O(r2) = dr2 + r2dθ + O(r2), onde (r, θ)
sa˜o coordenadas polares, pela Proposic¸a˜o 1.14, temos que
Ricgˆ = Ricg − 2(n− 2)
r2



















∇r ⊗∇r + 2(n− 2)
r







∇2r − 2(2− n)dθ +O(1).









3 = r(1 +O(r3))−
1
3 = r +O(r4), n = 5
(r−4 +O(log r))−
1
2 = r2(1 +O(r4 log r))−
1
2 = r2 +O(r6 log r), n = 6
(r−5 +O(r−1))−
3
5 = r3(1 +O(r4))−
3
5 = r3 +O(r7), n = 7











































p (O(rn−5)(∇gr + v)),
onde v e´ um campo da ordem O(rn−5). Da´ı, como ∇gr = ∂
∂r
, obtemos que







onde v e´ um campo de ordem O(rn−1). Assim
Ricgˆ(∇gˆΦ, ν) = Ricg(∇gˆΦ, ν) + 2(n− 2)
r
∇2r(∇gˆΦ, ν)




, ν) +Ricg(v, ν) +O(1)(O(r
n−1), ν),
ja´ que ∇2r anula-se na direc¸a˜o de ∂
∂r
e
















































4Agˆ(∇Φ, ν)dσgˆ = O(δ2). (2.43)
Da´ı, de (2.37), (2.42) e (2.43) obtemos que




Como Φ ≥ 0, segue que α ≥ 0. Ale´m disso, se α = 0, enta˜o Agˆ = 1
n− 1Rgˆ ≡ 0. O
que implica que (Xn, gˆ) e´ isome´trico ao espac¸o Euclidiano pela Proposic¸a˜o 2.7. Como
o Rn e´ conforme a Sn\{p}, segue o resultado.
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Cap´ıtulo 3
Fluxo Gradiente da Q−curvatura
Neste cap´ıtulo (Mn, g) sera´ uma variedade Riemanniana compacta sem fronteira de
dimensa˜o n ≥ 5 com Q−curvatura semipositiva, isto e´, na˜o negativa em M e positiva
em algum ponto, e com curvatura escalar na˜o negativa. Definiremos um fluxo na˜o
local, mostraremos a existeˆncia de uma soluc¸ao definida para todo tempo. Ale´m
disso, mostraremos algumas propriedades para o fluxo.
3.1 O Fluxo





para toda func¸a˜o u ∈ W 2,2(M)\{0}. Como Pg e´ auto-adjunta em L2(M), podemos















SejaM o espac¸o de me´tricas Riemannianas emM . Defina o funcionalQ−curvatura
total normalizado Q :M→ R como





onde V ol(M, g) =
∫
M
dvg. Note que Q(g) = Q(λg) para toda constante positiva λ.










V ol(M,λg) = λ
n
2 V ol(M, g).
Da´ı,





















para toda constante positiva λ.
Considere uma famı´lia de me´tricas a um paraˆmetro dada por g(t) = u(t)
4
n−4 g,
onde u(0) = 1, u′(0) = n−4
4























































































































































































































































Desta forma segue que uma me´trica g0 e´ ponto cr´ıtico de Q se e somente se Qg0 e´
constante.
Utilizando a inversa de Pg dada pela Proposic¸a˜o 2.4 e o fato que Pg e´ autoadjunta































n 〈ϕ, P−1g (Qg −Qg)〉Pg ,
(3.4)
onde o u´ltimo produto interno e´ definido em (3.1). De (3.4) temos que o gradiente
do funcional Q e´ dado por
∇gQ(g) = P−1g (Qg −Qg).
O fluxo gradiente do funcional Q−curvatura total normalizado e´ definido como
∂g
∂t
= −2∇gQ(g) · g. (3.5)





Q(g(t)) = −(n− 4)V ol(M, g) 4−nn |∇gQ(g)|2,
o que implica que o funcional Q e´ decrescente ao longo da famı´lia de me´tricas g(t).



























































depende apenas de t.
















e assim, temos que















e por outro lado


















n−4 (Qg(t) −Qg(t))). (3.11)
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Portanto substituindo em (3.11), obtemos
∂u
∂t











= −u+ µP−1g0 (|u|
n+4
n−4 )
u(·, 0) = 1,
(3.13)
onde µ(t) depende apenas de t e e´ dado por (3.9). Como Pg0 e´ positivo, segue
diretamente da definic¸a˜o que µ(t) > 0 para todo t.























u(x, t) = es(t)−tv(x, s(t)).
enta˜o u e´ soluc¸a˜o de (3.13).
Demonstrac¸a˜o. Inicialmente note que u(x, 0) = v(x, 0) = 1. Ale´m disso,





















= s′(t)es(t)−tv(x, s(t))− es(t)−tv(x, s(t)) + es(t)−t · ∂v
∂s
s′(t)
= −u+ s′(t)es(t)−tv(x, s(t)) + es(t)−ts′(t)(−v + P−1g0 (|v|
n+4
n−4 ))
= −u+ es(t)−ts′(t)P−1g0 (|v|
n+4
n−4 )






Lema 3.2. O fluxo (3.14) tem uma soluc¸a˜o suave para 0 ≤ t < T , onde 0 < T ≤ ∞.
Demonstrac¸a˜o. Para a demonstrac¸a˜o desse lema vamos utilizar o Teorema do Ponto
Fixo para contrac¸o˜es. Defina para cada ε > 0 e δ > 0 os espac¸os Xε = C
4,α(M×[0, ε])
e
Xε,δ = {u ∈ Xε; u(x, 0) = 1 e ‖u− 1‖Xε ≤ δ}.
Defina uma aplicac¸a˜o T : Xε,δ −→ Xε como









Agora, para todo v ∈ Xε,δ, temos que
‖T (v)− 1‖Xε ≤ ε
(





Como v ∈ Xε,δ, enta˜o
‖v‖Xε ≤ ‖v − 1‖Xε + ‖1‖Xε ≤ c+ δ, (3.16)
para alguma contante positiva c. Ale´m disso, da Proposic¸a˜o 2.4, temos que
‖P−1g0 (|v|
n+4
n−4 )‖C4,α(M) ≤ ‖|v|
n+4
n−4‖C0,α(M).
Da´ı, de (3.16) obtemos que existe uma constante C > 0 tal que
‖P−1g0 (|v|
n+4
n−4 )‖Xε < C,
para todo v ∈ Xε,δ. Logo, de (3.15) obtemos que T (v) ∈ Xε,δ para todo v ∈ Xε,δ se
ε > 0 e´ suficientemente pequeno.
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Agora para v1, v2 ∈ Xε,δ, temos que
‖T (v1)− T (v2)‖Xε ≤ ε
(















|v2 + s(v1 − v2)| 8n−4 |v2 − v1|ds





n−4 )‖Xε ≤ c‖v1 − v2‖Xε ,
onde c na˜o depende de v1 nem de v2. Logo, de (3.17), segue que T : Xε,δ −→ Xε,δ
e´ uma contrac¸a˜o para todo ε > 0 suficienteente pequeno, o que implica que existe
v ∈ Xε,δ, tal que T (v) = v. Pela definic¸a˜o de T , este ponto fixo e´ uma soluc¸a˜o de
(3.14).
3.2 Propriedades do Fluxo
Nesta sec¸a˜o iremos encontrar propriedades das soluc¸o˜es do fluxo (3.13). Desta forma,
daqui por diante u ∈ C4,α(M× [0, T ]), com T > 0, denotara´ sempre uma soluc¸a˜o para
(3.13). Para cada t ∈ [0, T ] utilizando regularidade el´ıptica, mostramos que u(·, t) e´
suave.
Proposic¸a˜o 3.3. (i) u(x, t) > 0, para todo t ∈ [0, T ).
(ii) Pg0u(x, t) > 0, para todo t ∈ (0, T ).
(iii) Qg(t) > 0, para todo t ∈ (0, T ).
















ja´ que µ(t) ≥ 0. Integrando obtemos








Disto segue que Pg0u ≥ 0 e Pg0u > 0 em algum ponto, ja´ que a Q−curvatura semi-
positva. Pelo Princ´ıpio do Ma´ximo Forte para o operador de Paneitz, Teorema 2.2,
segue que u > 0 para todo t no intervalo [0, T ). De (3.18) temos
∂
∂t
Pg0u ≥ −Pg0u+ µ|u|
n+4
n−4 ,





) ≥ µ|u|n+4n−4 et,
e integrando temos




o que implica que Pg0u > 0 para t ∈ (0, T ). Da´ı, de (1.10) obtemos que Qg(t) > 0
para todo t ∈ (0, T ).
Como u > 0, podemos reescrever (3.13) como
∂
∂t









































































































































































 ≤ 0. (3.25)
Em particular, o volume e´ crescente ao longo do fluxo, enquanto µ e o quociente de
Paneitz-sobolev sa˜o decrescentes. Ale´m disso, o volume e´ limitado, isto e´,
V (t) ≤ C, (3.26)

















































































































Como Pg0 > 0, segue (3.23). Para mostrar (3.24) e (3.25) basta ver que pelo Lema
3.4 temos que ∫
M
uPg0udvg0
na˜o depende de t e V (t) e´ na˜o decrescente.
Ale´m disso, como a constante de Paneitz Sobolev e´ positiva (2.15), temos que










Como a integral do lado direito na˜o depende de t pelo Lema 3.4, obtemos (3.26).
Corola´rio 3.6. ∫ T
0























V dt ≤ n− 4
2n
µ(0)(V (T )− V (0)) ≤ c,
onde c na˜o depende de T . Da afirmac¸a˜o na pa´gina 31 segue a primeira igualdade















Proposic¸a˜o 3.7. O fluxo (3.13) possui uma soluc¸a˜o suave para todo tempo. Ale´m
disso,
u(t) ≤ C1eC2t, (3.30)
onde C1, C2 > 0 sa˜o constantes independentes de t. Ale´m disso, u(t) esta´ definida
para todo t ≥ 0.
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Demonstrac¸a˜o. Seja s > 1. Da Proposic¸a˜o 3.3 temos que u(t) > 0 e Pg0u(t) > 0
































Usando a desigualdade de Ho¨lder, com p =
s





























Aplicando novamente a desigualdade de Ho¨lder com p =
n




































Pelo Teorema 1.29, W 4,s(M) ⊂ L nsn−4s (M) continuamente para 1 < s < n
4
. Como










































































































para todo s satisfazendo
2n
n− 4 < s <
n
4




sdvg0 ≤ C0eCst, (3.38)






com 1 < s < n/4. Isto implica que
||u||Lp ≤ C3eCpt, (3.40)





















































































Integrando obtemos que (3.38) vale para todo s > 1. Isto implica que
‖u‖W 4,s(M) ≤ C ′eCt,
para todo s > 1. Pelo item (iii) do Teorema 1.29, temos que
||u||C0,α(M) ≤ ‖u‖W 4,s(M) ≤ C ′eCt,
para algum α ∈ (0, 1) e s > n/4. Isto implica (3.30). Da´ı, de (3.18) obtemos que
∂
∂t





Disto conclu´ımos que u(t) esta´ definida para todo t > 0, caso contra´rio, sua norma
na˜o poderia ser limitada.
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Cap´ıtulo 4
Construindo os Dados Iniciais
Neste cap´ıtulo (M, g0) e´ uma variedade Riemanniana satisfazendo as hipo´teses do Teo-
rema Principal. Ele esta´ dividido em duas sec¸o˜es. Na primeira consideramos o caso
em que a dimensa˜o e´ maior ou igual a 8 e a me´trica na˜o e´ localmente conformemente
plana. E na segunda o caso em que a dimensa˜o e´ 5, 6 ou 7, ou a me´trica e´ localmente
conformemente plana. Em ambos os casos encontramos uma me´trica h conforme a g0
ainda satisfazendo as hipo´teses do Teorema Principal pore´m com Fh(1) estritamente
menor que a constante de Sobolev da esfera canoˆnica. Na segunda sec¸a˜o o Teorema
da Massa Positiva e´ fundamental para a construc¸a˜o da func¸a˜o teste.
4.1 Caso n ≥ 8 e na˜o Localmente Conformemente
Plana
Nesta sec¸a˜o (Mn, g0) sera´ uma variedade Riemanniana compacta sem fronteira que
na˜o e´ localmente conformemente plana de dimensa˜o n ≥ 8 com Q−curvatura e´ semi-
positiva e curvatura escalar na˜o negativa.
Dado x0 ∈ M , seja g˜ = ϕ 4n−4 g0 a me´trica dada pelo Teorema 1.15 que nos da´
coordenadas normais conformes em x0, com N suficientemete grande. Dado ε > 0,
considere a func¸a˜o definida por
u˜ε(x) =
η(x)ϕ(x)




onde η(x) e´ uma func¸a˜o radial com suporte na bola B2δ(x0) e igual a 1 na bola Bδ(x0),
onde δ > 0 e´ fixo.
Lema 4.1.
Fg0(u˜ε) ≤ Sn − cnε4| log ε||Wg0(x0)|2,
para n = 8, e
Fg0(u˜ε) ≤ Sn − cnε4|Wg0(x0)|2,
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e´ a constante de Paneitz Sobolev do espac¸o Euclidiano.
E´ conhecido que
Sn =






onde ωn e´ o volume da esfera unita´ria em R































com ε > 0. Enta˜o de (4.8), temos











o que implica que
fε∆
2




Logo, de (4.2) temos que










Lema 4.2. Se g˜ e´ como acima, se definirmos
uε(x) =
η(x)





enta˜o em B2δ(x0), temos
Pg˜(uε) =










Ale´m disso, pela covariaˆncia conforme do operador de Paneitz (1.11), temos que
Fg0(u˜ε) = Fg˜(uε).
Demonstrac¸a˜o. Inicialmente note que, dvg˜ = ϕ
2n











































Da´ı a estimativa segue do Lema 1.20. Portanto, basta mostrar a estimativa em Bδ(x0),












N−1)f ′′′ +O(rN−2)f ′′ +O(rN−3)f ′, (4.7)
para toda func¸a˜o radial f , onde ∆0 denota o laplaciano Euclidiano e N e´ ta˜o grande
quanto queira. Assim, se f = (ε2 + r2)
4−n
2 , temos
f ′(r) = (4− n)r(ε2 + r2) 2−n2 ,
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f ′′(r) = (4− n)(ε2 + r2) 2−n2 + (2− n)(4− n)r2(ε2 + r2)−n2
= (ε2 + r2)
2−n
2 [4− n+ (2− n)(4− n)r2(ε2 + r2)−1]
≤ (ε2 + r2) 2−n2 [4− n(2− n)(4− n)]





f ′′′(r) = (2− n)(4− n)r(ε2 + r2)−n2 + 2(2− n)(4− n)r(ε2 + r2)−n2
−n(2− n)(4− n)r3(ε2 + r2)−n+22
= r(ε2 + r2)−
n
2 [(2− n)(4− n) + 2(2− n)(4− n)
−n(2− n)(4− n)r2(ε2 + r2)−1]
≤ r(ε2 + r2)−n2 [(2− n)(4− n)(3− n)]





















onde an e´ uma constante positiva que depende somente da dimensa˜o. Da´ı de (1.17),
obtemos que


















onde bn = n(n− 4)(n2 − 4). De (1.9), temos que
Pg˜f = ∆
2
g˜f + c1g˜(∇2f,Ricg˜) + c2Rg˜∆g˜f + c3〈∇g˜Rg˜,∇g˜f〉+ c4Qg˜f, (4.9)
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= O(r2), Rg˜ = O(r
2), |∇g˜Rg˜| = O(r), |Qg˜| = O(1). (4.10)
Portanto, os quatro u´ltimos termos de (4.9) sa˜o da ordem
rf ′ + r2f ′′,


























Para N suficientemente grande, o segundo termo do lado direito da igualdade acima
pode ser absorvido pelo terceiro, e assim obtemos a estimativa desejada.
Da Proposic¸a˜o 2.4, segue que Pg0 e´ invert´ıvel, da´ı de (1.11) conclu´ımos que Pg˜ e´




(ε2 + |x|2)n+42 , (4.11)
onde bn = n(n− 4)(n2 − 4).
Lema 4.3. Se vε = uˆε − uε, enta˜o existe C > 0 tal que em B2δ(x0) temos as estima-
tivas
|vε| ≤ C(ε2 + |x|2) 8−n2 se n > 8;





se n = 8.
sobre M\B2δ(x0) temos simplesmente
|vε| ≤ C.
Demonstrac¸a˜o. De (4.11) e do Lema 4.2 temos que
Pg˜(uˆε − uε) = η(x) bnε
4






Como η tem suporte em B2δ(x0) segue que Pg˜(uε) tambe´m tem suporte em B2δ(x0).
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Seja Gx a func¸a˜o de Green para Pg˜ com polo em x ∈ B2δ(x0). Note que nas
coordenadas normais de g˜, temos





















(ε2 + |y|2)n−42 .
Para n = 8, temos os casos em que |x| = O(ε) e |x| ≥ C0ε, para alguma constante
C0 > 0 grande. Para o caso |x| = O(ε) fac¸a a mudanc¸a de varia´vel y = εw e tome
































































converge e e´ limitada independente de r. Portanto, |x| ≤ Cε implica que ε2+ |x|2 ≤ ε
para ε suficientemente pequeno, o que implica que log(ε−1) ≤ log(ε2 + |x|2)−1.
Por outro lado, para |x| ≥ C0ε, com C0 grande, fazendo a substituic¸a˜o y = |x|w e




























































Note que |x| ≥ C0ε implica que ε2|x|−1 ≤ C−20 , considerando que δ e´ muito pequeno.
Assim se C0 e´ muito grande, teremos que ε
2|x|−1+|x| ≤ 1, o que implica que ε2+|x|2 ≤
|x|. Conclu´ımos que para n = 8






para todo x ∈ B2δ(x0). Agora vamos ao caso n ≥ 9. Do mesmo modo vamos separar
em |x| = O(ε) e |x| ≥ C0ε, para alguma constante C0 grande. De modo ana´logo ao






















































Note que, neste caso (ε2 + |x|2) 8−n2 ≥ c.

















Logo, conclu´ımos que para n > 8 obtemos
|vε(x)| ≤ C(ε2 + |x|2) 8−n2 ,














ε vεdvg˜ = O(ε







ε vεdvg˜ = O(ε
4−n), para n ≥ 9.
Demonstrac¸a˜o. Como supp uε ⊂ B2δ(x0) e uε = (ε2 + |x|2) 4−n2 na bola Bδ(x0), enta˜o
basta estimar as integrais sobre a bola Bδ(x0). Como dvg˜ = (1 + O(r
N))dx com N
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Como a u´ltima integral e´ uniformemente limitada em ε, segue o item (i). Para os





































































Logo segue o resultado.




(1 +O(ε4| log ε|))Fg˜(uε) para n = 8
(1 +O(ε4))Fg˜(uε) para n ≥ 9.
Demonstrac¸a˜o. Vamos denotar por N e D o numerador e o denominador do funcional



















































































































































(ε2 + |x|2)n+42 dvg˜ +O(1).






















































Do Lema 4.3 e da definic¸a˜o de uε no Lema 4.2, obtemos que para todo x ∈ Bδ(x0)
|vε(x)uε(x)−1| ≤ (ε2 + |x|2)2 ≤ c.
Da´ı, para todo x ∈ Bδ(x0) segue da Se´rie de Taylor que




























Do fato que uε e vε sa˜o suaves em M\Bδ(x0), obtemos que∫
M
|uε + vε| 2nn−4dvg˜ =
∫
Bδ(x0)
|uε + vε| 2nn−4dvg˜ +
∫
M\Bδ(x0)






























































































































































































































































































































= Fg˜(uε) 1 +O(ε
8| log ε|)
(1 +O(ε4| log ε|)) 12
= Fg˜(uε)1 +O(ε
8| log ε|)
1 +O(ε4| log ε|)
= Fg˜(uε)(1 +O(ε4| log ε|)).
(4.20)
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(1 +O(ε4| log ε|))Fg˜(uε) para n = 8
(1 +O(ε4))Fg˜(uε) para n ≥ 9.
Isto conclui a prova.
Lema 4.6. uˆε e´ positiva.
















Como g0 satisfaz as hipo´teses do Teorema 2.2 e ϕ > 0, segue que uˆε > 0.
Agora defina
ψε = ϕuˆε, (4.23)
e
h = ψ4/(n−4)ε g0 = uˆ
4/(n−4)
ε g˜. (4.24)
Lema 4.7. A Q−curvatura da me´trica h e´ semipositiva e a curvatura escalar e´ po-
sitiva.
Demonstrac¸a˜o. Segue de (4.22) e do Teorema 2.2.
Proposic¸a˜o 4.8. Seja (Mn, g0) uma variedade compacta sem fronteira de dimensa˜o
n ≥ 8 tal que
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(i) Qg0 e´ semipositiva,
(ii) Rg0 ≥ 0
(iii) (Mn, g0) na˜o e´ localmente conformemente plana.
Se em x0 ∈M o tensor de Weyl Wg0(x0) e´ na˜o nulo, enta˜o para ε > 0 pequeno existe
uma func¸a˜o ψε ∈ C∞(M) e uma constante cn que depende somente da dimensa˜o tal
que
Fg0(ψε) ≤ Sn − cnε4| log ε||Wg0(x0)|2 se n = 8,
e
Fg˜(ψε) ≤ Sn − cnε4|Wg0(x0)|2 se n ≥ 9,














Ale´m disso, ψε e´ positivo e induz uma me´trica conforme h = ψ
4/(n−4)
ε g0 com as
seguintes propriedades:
(1) Qh e´ semipositivo,
(2) Rh > 0
(3)
Fh(1) ≤ Sn − cnε4| log ε||W (x0)|2 se n = 8,
Fh(1) ≤ Sn − cnε4|W (x0)|2 se n ≥ 9. (4.25)
Demonstrac¸a˜o. Considere ψε definida em (4.23). Pela invariaˆncia conforme do funci-
onal Fg0 Lema 4.2, temos que
Fg0(ψε) = Fg0(ϕuˆε) = Fg˜(uˆε).




(1 +O(ε4| log ε|))Fg˜(uε) para n = 8
(1 +O(ε4))Fg˜(uε) para n ≥ 9.
Novamente pelo Lema 4.2
Fg˜(uε) = Fg0(ϕuε) = Fg0(u˜ε).
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Sn − cnε4| log ε||Wg0(x0)|2 para n = 8





Sn − cnε4| log ε||Wg0(x0)|2 para n = 8
Sn − cnε4|Wg0(x0)|2 para n ≥ 9.
Ale´m disso, ψε e´ positiva pelo Lema 4.6, e (1) e (2) segue do Lema 4.7. Para (3)
novamente da invariaˆncia conforme do funcional temos
Fg0(ψε) = Fh(1).
4.2 Caso n = 5, 6 ou 7 ou Localmente Conforme-
mente Plana
Se n = 5, 6 ou 7, considere uma func¸a˜o suave ϕ ∈ M tal que a metrica g˜ = ϕ 4n−4 g0
nos da´ coordenadas normais conformes em um ponto x0 tal que o tensor de Weyl e´
na˜o nulo. Se g0 for localmente conformemente plana, considere ϕ uma func¸a˜o suave
tal que g˜ = ϕ
4
n−4 g0 e´ a me´trica Euclidiana pro´ximo de x0. Ale´m disso, neste caso
supomos que (M, g0) na˜o e´ conformemente equivalente a esfera canoˆnica.
Dado δ˜ > 0 muito menor que δ > 0 fixo. Considere a func¸a˜o χ˜δ˜(x) = χ˜(x\δ˜),
onde χ˜ e´ uma func¸a˜o radial igual a 1 na bola Euclidiana de raio 1 centrada na origem
B1(0) e igual a 0 fora da bola B2(0). Para ε > 0 muito menor que δ˜, defina a func¸a˜o
uˇε(p) := χ˜δ˜(p)(uε(p) + β) + (1− χ˜δ˜(p))Gx0(p), (4.26)
onde uε e´ definida no Lema 4.2, β = c
−1
n αx0 > 0, αx0 e cn sa˜o as constantes que
aparecem na expansa˜o da func¸a˜o de Green Gx0 em (2.34), e Gx0 = c
−1
n Gx0 . Pelo
Teorema 2.8 segue que αx0 > 0. Note que pela positividade da func¸a˜o de Green, a
func¸a˜o uˇε e´ positiva sobre M , ja´ que uˇε = Gx0 na bola M\B2δ˜(x0) e uˇε := uε + β na
bola Bδ˜(x0). Note que da Proposic¸a˜o 2.6, temos
Gx0 = r
4−n + c−1n αx0 +O(r). (4.27)
Lema 4.9. Existe uma constante C > 0 tal que
|Pg˜uˇε| ≤ Cδ˜−3 em B2δ˜(x0)\Bδ˜(x0).
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Demonstrac¸a˜o. Pela definic¸a˜o,
uˇε = Gx0 + χδ˜(uε + β −Gx0).
Segue diretamente da definic¸a˜o de Pg˜, que em B2δ˜(x0)\Bδ˜(x0) temos
|Pg˜uˇε| ≤ c
(|∇4χ˜δ˜||uε + β −Gx0 |+ |∇3χ˜δ˜||∇(uε + β −Gx0)|
+ |∇2χ˜δ˜||∇2(uε|+ β −Gx0)|





com i natural. Vamos mostrar que em B2δ˜(x0)\Bδ˜(x0)
|uε + β −Gx0 | ≤ Cδ˜; |∇(uε + β −Gx0)| ≤ C; |∇2(uε + β −Gx0)| ≤ Cδ˜−1;
|∇3(uε + β −Gx0)| ≤ Cδ˜−2; |Pg˜(uε + β −Gx0)| ≤ Cδ˜−3.
Como Gx0 e´ um mu´ltiplo da func¸a˜o de Green de Pg˜, obemos do Lema 4.2 que






ja´ que o segundo termo em (4.6) domina o primeiro em B2δ˜(x0)\Bδ˜(x0).
Para provar as outras desigualdades, note que de (4.27), da definic¸a˜o de uε no
Lema 4.2 e do fato que em B2δ˜ temos que
uε + β −Gx0 = (ε2 + r2)
4−n




2 = r4−n +O(ε2r2−n),
enta˜o
uε + β −Gx0 = O(ε2r2−n) +O(1).
Como ε e´ muito menor que δ˜, obtemos o resultado.
Corola´rio 4.10.
|Pg˜(uˇε − uˆε)| =













para r ≤ δ˜,
O(δ˜−3) para δ˜ ≤ r ≤ 2δ˜,
(4.28)
para ε muito menor que δ˜. Ale´m disso, no caso localmente conformemente plano
tem-se que
Pg˜(uˇε − uˆε) = 0.
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Demonstrac¸a˜o. Note que
Pg˜uˇε = Pg˜(χδ˜(uε + β −Gx0)).
Como χ˜δ˜ ≡ 1 na bola Bδ˜(x0) e emM\B2δ˜(x0) e´ identicamente nulo, enta˜o o resultado
segue do Lema 4.2 e do Lema 4.9.






2 + β, onde β e´ constante. Portanto o resultado segue de (4.8).
Lema 4.11. Tem-se a seguinte estimativa para alguma constante C > 0:
|uˆε − uˇε| ≤ o(1),
onde uˆε esta´ definido em (4.11), e o(1) e´ uma quantidade converge uniformenente a
zero quando δ˜ converge a zero.




(ε2 + |x|2)n+42 ,
com supp η ⊂ B2δ(x0) e η ≡ 1 em Bδ(x0). com δ > δ˜, (4.11). Da´ı, temos que
Pg˜(uˇε − uˆε) possui suporte em B2δ(x0). Assim













































(ε2 + |y|2)n+42 dy.
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|x− ω|n−4dω ≤ cδ˜
4,
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|x− ω|n−4dω = O(δ˜
4).



















(ε2 + |y|2)n−42 dy. (4.31)










































































Para ε muito menor do que δ˜ obtemos o resultado no caso em que n = 5, 6, 7.
Para o caso localmente conformemente plano, pelo Corola´rio 4.10 segue que a














ε )dvg˜ ≃ εn−8, para n = 5, 6, 7.
Demonstrac¸a˜o. Como supp uε ⊂ B2δ(x0) e uε = (ε2 + |x|2) 4−n2 na bola Bδ(x0), enta˜o
basta estimar as integrais sobre a bola Bδ(x0). Como dvg˜ = (1 + O(r
N))dx com N







































Como as integrais unidimensionais acima sa˜o uniformemente limitadas em ε, segue o
resultado.
Proposic¸a˜o 4.13. Seja (Mn, g0) uma variedade Riemanniana compacta sem fron-
teira de dimensa˜o n = 5, 6, ou 7, ou suponha que (Mn, g0) e´ localmente conforme-
mente plana de dimensa˜o n ≥ 5. Suponha que
(i) Qg0 e´ semipositiva,
(ii) Rg0 ≥ 0.
Se (Mn, g0) na˜o e´ conformemente equivalente a espera, enta˜o para todo ε > 0 sufici-
entemen pequeno e todo x0 ∈ M , existe uma func¸a˜o ψε ∈ C∞(M) e uma constante
cx0 > 0 tal que
Fg0(ψε) ≤ Sn − cx0εn−4. (4.32)
Ale´m disso, ψε e´ positivo e induz uma me´trica conforme h = ψ
4
n−4
ε g0 com as seguintes
propriedades
(1) Qh e´ semipositiva,
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(2) Rh > 0,
(3) Fh(1) ≤ Sn − cx0εn−4.
Demonstrac¸a˜o. A demonstrac¸a˜o e´ ana´loga a Proposic¸a˜o 4.8.
Pelo Lema 4.6 uˆε e´ positiva. Da´ı, como em (4.23) e (4.24) defina
ϕε = ϕuˆε
e
h = ψ4/(n−4)ε g0 = u˜
4/(n−4)
ε g˜.














χ˜δ˜(uε + β) + (1− χ˜δ˜)Gx0 + (uˆε − uˇε)
) η(x)bnε4
(ε2 + |x|2)n+42 dvg˜,







com η igual a 1 na bola Bδ(x0) e zero em M\B2δ(x0). Como δ˜ e´ muito menor que δ
































































































































(ε2 + |x|2)n+42 dvg˜ ≤ cδ˜ε
4.
Finalmente, pelo Lema 4.11 temos que∣∣∣∣∣
∫
M
(uˆε − uˇε) η(x)bnε
4


























pois dvg˜ = (1 +O(r
N))dx com N ta˜o grande quanto se queira.






χ˜δ˜(uε + β) + (1− χ˜δ˜)Gx0 + (uˆε − uˇε)
) 2n







































ε − 1 tem suporte em M\Bδ˜(x0), ε e´ muito menor que δ˜ e dvg˜ = (1 +



































































































































































































































































Ale´m disso, expandindo em Se´rie de Taylor, temos que
(1 + t)−
n−4
































































Como em B2δ˜(0) temos que uε = (ε
2 + r2)
4−n
























































Logo de (4.35) obtemos que
F(uˆε) ≤ Sn












































































































O que completa a prova de (4.32). A prova de (1), (2) e (3) segue analogamente a




O objetivo desse cap´ıtulo e´ provar o Teorema Principal. Para isso vamos precisar da
seguinte proposic¸a˜o que pode ser encontrada em [4].
Proposic¸a˜o 5.1. Seja (M, g0) uma variedade Riemannina compacta sem fronteira













onde c e´ uma constante positiva que na˜o depende de u e Sn e´ a constante de Sobolev
do espac¸o Euclidoano dado por (4.1).
Teorema 5.2. Seja (Mn, g0) uma variedade Riemanniana compacta sem fronteira de
dimensa˜o n ≥ 5 que na˜o e´ conformemente equivalente a esfera canoˆnica. Suponha
que
(i) Qg0, e´ semipositiva,
(ii) Rg0 ≥ 0.
Seja h a me´trica constru´ıda na Proposic¸a˜o 4.13 (quando 5 ≤ n ≤ 7, ou g0 e´ local-
mente conformemente plana) ou Proposic¸a˜o 4.8 (quando n ≥ 8 e g0 na˜o e´ localmente
conformemente plana). Enta˜o existe uma soluc¸a˜o u(t) definida para todo tempo t ≥ 0




= −u+ µP−1h (|u|
n+4
n−4 )




u2dvh ≥ C0 (5.2)
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para alguma constante C0 > 0 que na˜o depende de t. Ale´m disso, existe uma sequeˆncia
crescente na˜o limitada (tj)j com tj ≥ 0 tal que uj = uj(tj, ·) converge fracamente em




onde µ∞ > 0. Em particular, g∞ = u
4
n−4h define uma me´trica conforme a g0 que
possui curvatura escalar positiva e Q−curvatura constante positiva.
Demonstrac¸a˜o. Pelas Proposic¸o˜es 4.13 e 4.8 temos que Qh e´ semipositiva e Rh > 0.
Pela Proposic¸a˜o 3.7 segue que o fluxo (5.1) possui uma soluc¸a˜o suave u(x, t) definida
para todo tempo t ≥ 0. Ale´m disso, pela Proposic¸a˜o 3.3 temos que u > 0 para todo
t ≥ 0 e Qh(t) > 0 para todo t > 0, onde h(t) = u(t) 4n−4h. Ale´m disso, temos tambe´m
que
Fh(1) ≤ Sn − ε0,













≤ Sn − ε0 (5.4)
para todo t ≥ 0.







































Logo, como Sn depende somente da dimensa˜o, tome δ > 0 e ε0 > 0 suficientemente
pequeno tais que,
0 < S−1n ε0 + δ(2Sn − 2ε0) < 1.
93











para todo t ≥ 0, o que implica de (3.21) que∫
M
u(t)2dvh ≥ V (t)n−4n ≥ c0 > 0, (5.5)
onde c0 e´ uma constante positiva que na˜o depende de t, ja´ que V (t) e´ na˜o decrescente







enta˜o µ(t) e´ descrecente pelo Lema 3.5. Considere uma sequeˆncia na˜o limitada cres-
cente (tj)j com tj > 0 tal que
lim
tj→∞
µ(tj) = µ∞ = inf
t≥0
µ(t).
Afirmac¸a˜o: A sequeˆncia de func¸o˜es (uj)j onde uj = u(tj, ·) e´ limitada em W 2,2(M).




u(t)Phu(t)dvh ≤ Fh(1)V (t)n−4n ≤ c,
para alguma constante independente de t. Pela afirmac¸a˜o na pa´gina 31 temos que∫
M
uPhudvh e´ equivalente a norma de W
2,2(M). Logo, segue a afirmac¸a˜o.
Pelo Teorema de Kondrakov (Teorema 1.29), W 2,2(M) ⊂⊂ L2(M). Logo, existe
uma subsequeˆncia, a qual continuaremos chamando de (tj)j, e uma func¸a˜o u ∈ W 2,2
tal que uj ⇀ u em W
2,2(M) e uj → u em L2(M). Do Corola´rio 3.6 tem-se que∫ ∞
0
||fj||2W 2,2(M)dt ≤ c,
para alguma constante positiva c independente de t, onde















no sentido fraco. Como u ∈ W 2,2(M) enta˜o un+4n−4 ∈ W 2,2(M) o que implica pelo
Teorema 1.33 que u ∈ W 6,2(M). Indutivamente mostramos que u ∈ W k,2(M), para
todo k ≥ 0. Logo, pelo Teorema 1.29 segue que u ∈ C∞(M). Logo, u e´ soluc¸a˜o forte
de (5.6). Ale´m disso, como Phu ≥ 0 segue do Princ´ıpio do Ma´ximo, Teorema 2.2, que




Logo, u > 0. Do Teorema 2.2 a me´trica u
4
n−4h possui curvatura escalar positiva e
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